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考虑辐射效应的多孔材料传热
有限元算法
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(大连理工大学 工业装备结构分析国家重点实验室,辽宁 大连 116024)

摘要: 应用有限元法求解一维半透明多孔介质辐射对流传热问题。通过对辐射传递方程与边界条件中积分

项的离散,推导出有限元求解列式。对于多孔介质传热控制方程和气体传热控制方程的求解,采用时间积分

技术对两相温度统一进行求解。而对于边界方程处理,则通过传热方程与边界方程的循环求解,求出任意时

刻温度场的瞬态解。给出数值算例,得出了放置在通风口、同时受到伴随辐射作用的半透明多孔介质传热的

瞬态解,讨论了部分参数对瞬态温度场以及换热效果的影响。
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F in ite Elem en tM ethod for Heat Conduction Ana lys is
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Abstract: A fin ite elem en t m ethod fo r the compu ta t ion of coup led heat t ran sfer
p rob lem s in the tran slucen t po rou s m edium w as developed. D educing con tro l equat ion s to the
fin ite elem en t compu ting fo rm s w as realized. T ran sien t so lu t ion s of heat t ran sfer th rough a
tran slucen t po rou s m edium p laced in a flow passage and subm it ted to inciden t rad ia t ion w ere
ob ta ined. T he one2dim en sional physica l model took in to accoun t sim u ltaneou sly the heat

conduct ion, convect ion and radia t ion in the po rou s m edium , w h ich w as assum ed to be

homogenou s con t inuum , ab so rb, em it, and scat ter therm al rad ia t ion. T he coup led equat ion s of

conduct ive and convect ive heat t ran sfer have to be so lved sim u ltaneou sly. Som e techn iques

w ere u sed so that the coup led equat ion s and the radia t ion heat t ran sfer equat ion cou ld be

tran sfo rm ed in to the compu ting fo rm s. T he in it ia l tempera tu re condit ion s w ere in troduced in

the itera t ive compu ta t ion, and thu s the tran sien t so lu t ion s w ere ob ta ined u sing t im e

in tegra t ion techn ique. T he effects of som e m ateria l param eters on tran sien t tempera tu res

w ere invest iga ted by num erica l compu ta t ion s.
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　　在多孔介质传热传质研究问题当中,一个特

殊问题是研究当多孔介质具有吸收、发射以及散

射性能情况下的能量传递过程,这类问题与诸如

高速飞行器的高温现象、核反应堆、核爆炸、火箭

推进、核聚变的等离子发生器、腐蚀系统和高温高

压燃烧室等问题相关。这类问题的研究具有相当

的难度。首先,对于参与辐射的介质,能量的吸收、

发射和散射不仅发生在系统的边界上,而且会发

生在介质的内部空间,对能量交换问题的求解需

要知道介质各点处的温度、辐射强度及物性,数学

描述相对复杂;此外,控制方程中的与辐射能量相

关的辐射项通常是以积分形式给出的,而传导项

则包含有微分项,所以控制方程是非线性积分-

微分方程,该类问题的求解较常规模型要复杂的

多,非线性程度大大增强。

对于一般的对流换热的理论分析与数值计算

工作, 国内外已有相当多的研究成果[1～ 10 ], 而对

于具有辐射效应的半透明多孔介质瞬态导热换热

问题的计算工作还不多见。文献[ 11, 12 ]主要研究

了考虑辐射效应的模型构建问题。而在数值方法

当中,有限差分方法则是这类问题求解的代表性

方法[12 ]。有限元方法由于其良好的通用性,自出

现以来,已得到越来越广泛的应用,已被成功地应

用于常规换热问题地分析。本文的目的是进一步

利用有限元法对多孔半透明介质的热对流、传导

和辐射换热相互耦合的问题进行分析计算,以探

索问题求解的新方法。

1　多孔介质传热模型

　　为叙述方便,首先对文中常用的符号进行说

明。下标: g 表示气体, p 表示多孔介质, Θ表示密
度, C 表示比热, T 为温度, k 表示热传导率, q r 为

辐射热流, h 为热传导系数, A V 为多孔介质单位

体积的表面积, Ξd 为散射反照率 (Ξd= ΡdöΒ) , Ρd 为

散射系数, Β为消光系数, n 为折射率, Ρ为斯蒂芬
- 波尔兹曼系数, Ρ= 51670×10- 8 W öm 2K4, I 是

辐射强度, Λ为与 x 轴正方向所成角的余弦值,U g

是气相速度, p n 为勒让德多项式, an 为相函数的

展开系数, N
3 为各项异性散射度, q 为伴随辐射

热流, Α为吸收系数, Ε为边界发射率, Θd 为反射

率, Σ′为透射率。

图 1　物理模型

F ig. 1　Physical model

图 1是要研究的物理模型。考虑的是一个具

有吸收、辐射、散射作用的半透明多孔介质板的传

热、换热问题。平板的一个表面受到恒温气流作用

的同时,并有伴随辐射作用。为了方便问题的求

解,本文采取一维模型进行分析,且认为物理参数

不随温度变化而变化,流体项不可压缩,介质每个

截面上的质量流率恒定且气体具有非辐射特征。

问题的控制方程表述如下:

ΘpCp 5 T p (x , t) ö5 t = kp 52T p ö5 x 2 - 5 q rö5 x - hA V (T p - T g) (1)

ΘgC g [5 T g (x , t) ö5 t + U g5 T g (x , t) ö5 x ] = k g52T gö5 x 2 + hA V (T p - T g) (2)

其中:

5 q r

5 x
= (1 - Ξd) Β 4n2ΡT 4

p (x , t) - 2Π∫
1

- 1
I (x , Λ) dΛ (3)

　　方程 (1)和 (2)的右端项表示气体与多孔介质之间的热交换。

在不考虑极化的情况下,控制介质辐射域的准稳态辐射传递方程为:

ΛΒ- 15 I (x , Λ) ö5 x + I (x , Λ) = (1 - Ξd) n2ΡT 4
p (x , t) öΠ+

015Ξd∫
1

- 1
I (x , Λ′) p (Λ′, Λ) dΛ′ (4)

　　上式相函数以L egendre多项式的形式给出,即:
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p (Λ′, Λ) = 6
N 3

n= 0

anp n (Λ)p n (Λ′)　　　　a0 = 1 (5)

　　边界与初始条件为:多孔介质的两个表面有反射和吸收作用,多孔介质和气体初始温度相同

T p (x , 0) = T g (x , 0) = T 0 (6)

　　在时间大于零的瞬间,介质受到具有恒温气流的作用。在 x = 0的表面气体的温度是恒定的

T g (0, t) = T g0 (7)

　　在 x = 0的多孔介质表面上的温度是由热流的连续性条件决定的,形式为:

Αq - h [T g (0, t) - T g0 ] - Ε0n2ΡT 4
p (0, t) + kp

5 T p

5 x x = 0
= 0 (8)

　　在 x = b处的气体和多孔介质的温度边界条件为:

5 T p (x , t)
5 x x = b

= 0　　　　
5 T g (x , t)

5 x x = b
= 0 (9)

　　在 x = 0表面多孔介质是半透明的,在 x = b处是不透明的 (绝热的) ,因此,辐射边界条件是:

I (0, Λ) = Ε0n2ΡT 4
p (0, t) öΠ+ Σ′n2qöΠ+ 2Θd

0∫
1

0
T (0, - Λ′) Λ′dΛ′

Λ > 0 (10)

I (b, - Λ) = Εbn
2ΡT 4

p (b, t) öΠ+ 2Θd
b∫

1

0
T (b, Λ′) Λ′dΛ′　　　 (Λ > 0) (11)

2　辐射强度方程有限元求解

　　所研究的问题涉及三变量耦合非线性方程系

统的求解。由于不考虑气体相的辐射,对于辐射强

度方程来说,如果把非线性项 T
4
p (x , t)当作已知

量 (可由初始条件确定) ,方程就化为一个关于辐

射强度 I (x , Λ)的解耦方程,可以对方程进行独立

的离散求解。

辐射强度方程 (4)中含有高度非线性项 T
4
p

(x , t) ,本文将 T
4
p (x , t)在求解过程中进行迭代处

理, 为保持数值稳定性, 采用小步长显式积分格

式。

为了去掉积分项,首先对 Λ进行离散。在- 1

到 1之间取 2M 个点,分别为- 110, -
M - 1

M
,⋯,

-
1

M
,

1
M

,⋯,
M - 1

M
, 110。于是将辐射能量方程离

散为 2M 个相互耦合的一阶线性微分方程:

ΛiΒ- 15 I i (x ) ö5 x + I i (x ) = C i (x ) + 015Ξd∃Λ 6
M

j = - M

I j (x ) P j i

( j ≠ 0) (12)

其中:

C i (x ) = (1 - Ξd) n2ΡT 4
p (x , t) öΠ

　　对于特定的时间步,认为此项是常数。相应地将辐射边界条件也进行离散,有:

I i (0) = C 1 + C 2 + 2Θd
0∃Λ 6

M

j= 1

I - j (0) Λj　　　　 (Λ> 0) (13)

I - i (b) = C 3 + 2Θd
b ∃Λ 6

M

j = 1
I j (b) Λj　　　　 (Λ > 0) (14)

其中:

Λj = (1öM ) × j　　,　　C 1 = Ε0n2ΡT 4
p (0, t) öΠ

C 2 = Σ′n2qöΠ　　,　　C 3 = Εbn
2ΡT 4

p (b, t) öΠ (15)

　　再将 x 轴离散为N 个有限单元。对每个单

元,方程 (12)成立, 在边界需考虑两个边界条件

(13)和 (14)。

每个单元都对应 2M 个相互耦合的方程,这

里对第 l 个方程进行推导, i 为单元号 ( i = 1～

N ) , l为方程号 ( l= - M～M ) , e表示单元。取有

限元插值格式:

I ie
l (x ) = N j (x ) Iλie

lj
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( i = 1, 2,⋯,N ode)

其中N ode 为单元节点数,N j (x )为形函数。不失一般性,采用两点单元 (N ode= 2)。将方程两端同时乘

以虚变量 ∆I
e
1 (x ) ,并在域内进行积分,可得:

∫L e
∆I ie

l ΛlΒ- 15 I ie
l (x ) ö5 x + I ie

l (x ) - C l (x ) - 015Ξd∃Λ 6
M

j= - M

I ie
j (x ) P j l dL e = 0 (16)

　　得到单元的单刚以后,对边界单元考虑相应的边界条件,最后组装形成总刚和右端项。由于将 x 方

向厚度等分为N 个单元,并根据边界条件消去了 2M 个变量,形成了具有N ×2M 个未知量的总刚以及

相应的线性代数方程组:

[K ]{u} = {P } (17)

这里向量 u 由 Iλie
ij组成。

3　多孔介质与气体传热耦合方程的求解

　　方程 (1)和 (2)中都有 T p 和 T g,必须同时求解。首先对方程进行空间离散,对 x 轴方向 (即板厚)进

行单元划分,应用有限元基本原理对方程 (1)和 (2)及他们的边界条件进行处理。以方程 (1)为例 (方程

(2)的形式相对简单) ,变分方程为:

∫L e
∆T p {ΘpCp Tα

p - kp T p , x x + C 1 + hA V (T p - T g) }dL +∫S e
∆T p {C 2 + K p T p , x }dS = 0 (18)

　　上式中的两个常数是:

C 1 = (1 - Ξd) Β 4n2ΡT 4
p (x i, tt) - 2Π 6

M

j= - M

I (x i, Λj ) ∃Λ

C 2 = Αq - h [T p (0, t) - T g0 ] - Ε0n2ΡT 4
p (0, tt)

i为单元号, j≠0。

类似的变分形式应用于式 (2) ,采取和常规有限元方法相同的离散方法,通过单刚推导和组集总刚,

得到以温度为未知量的线性方程组,形式如下:

[M ] {Tα} + [K ] {T} = {p } (19)

　　至此,对耦合方程的空间离散已全部完成。进一步对时间域进行离散。取时间步长 ∃ t,在时间 t到

t+ ∃ t内,有:

M
∃ t

+ ΗK T t+ ∃ t = (1 - Η) f t + Ηf t+ ∃ t - (1 - Η) KT t +
M T t

∃ t
(20)

取 Η≥015为无条件稳定算法。

利用上式并由初始与边界条件以及辐射强度

方程有限元列式可以对任意时刻的介质和气体的

温度进行求解。

4　数值算例

　　作为理论、算法以及编制程序的应用,本节给

出数值算例。作为程序验证,首先对于固相与气体

各自独立工作的情况进行了计算,即令:

h = 0　,　
5 q r

5 x
= 0

则对流传热方程可以解耦,此时问题化为一般的
传热问题,通过数值计算表明,所开发的程序与其
他程序的计算结果是一致的。以下研究 h≠0, 5
q rö5 x≠0的情况。
固体与气体初始温度均为 0℃。边界条件:右
端 (下部)为绝热边界条件, 左端施加前述 (7)～

(9)所描述的边界条件。气体温度固定在 0℃。其
他参数为:

Θp = 3 000 kgöm 3　,　Cp = 014 J ö(kg℃)

kp = 113 J ö(m s℃)　,　Θg = 1 kgöm 3

C g = 015 J ö(kg℃)

k g = 01092 J ö(m s℃)　,　Ξd = 015

n = 115　,　Β = 016　,　Θd
0 = 0101

Θd
e = 110　,　q = 105　,　h = 110

　　区域的长度取 011 m ,M = 10, 对板厚 20 等

分,即N = 20。

由于所研究问题的强非线性特性,首先考察
的是算法的数值结果与时间步长选取的关系。在
考察过程中,时间步长取 01000 1 s～ 5 s之间进
行计算,并取其中部分结果进行比较,可以发现在
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选取不同时间步长的情况下,数值解果基本上是
一致的,这在另外一个方面说明了本文在时间步
长选取与积分算法方面的可靠性。
研究不同的流速U g 的变化对多孔介质瞬态
温度的影响。通过对U g 的不同取值可以得到相应
的计算结果。图 2给出A V = 200 m 2öm 3 情况下不
同U g 值在 20 s (趋于稳态)的计算结果。可以看
到,气体流速U g 的变化对换热有明显影响,随着

图 2　不同气体速度对温度分布的影响

F ig. 2　T emperatu re distribu tions under

differen t gas velocity

图 3　不同的多孔介质单位体积表面积对

温度分布的影响

F ig. 3　T emperatu re distribu tions under differen t

su rface area per un it vo lum e

of po rous m edium

图 4　考虑与不考虑辐射热传递的温度分布

F ig. 4　T emperatu re distribu tions w ith and

w ithou t considerat ion of radia t i

on heat transfer

气流速度的增加,对固相的降热效果明显提高。

观察方程 (1)和 (2)可以发现, A V 的取值可以

直接影响多孔介质和气体之间的换热。在U g= 30

m ös情况下,取不同的A V 值进行计算,对 20 s多

孔介质和气体的温度结果作为比较,计算结果如

图 3所示。可以看到在固体介质与气体之间换热

存在时 (A V≠0) ,多孔介质的温度得到了不同程

度的降低,通过调整参数可以达到预期的降温效

果。

为了研究辐射热传递的影响,图 4进一步A V

= 200 m 2öm 3, U g = 30 m ös情况下考虑辐射热传

递和不考虑辐射热传递 (不考虑式 (3)项) 20 s的

热分布计算结果。可以发现,此时热辐射传递的热

量在总的传热换热中具有相当大的比例,分析中

应引起足够的重视。

5　结　论

　　 (1) 对复杂边界条件进行处理,将辐射强度

方程化为一阶线性微分方程组。

( 2) 对方程的有限元离散,将连续体辐射传

热控制方程化成有限元求解形式。

( 3) 针对热传导耦合方程非线性项的处理,

通过对两个方程系统的循环迭代求解,最终获得

瞬态传热问题的解。

( 4) 通过数值计算,研究了多孔介质单位体

积的表面积、气流速度对换热过程的影响。

( 5) 研究工作表明,一定情况下热辐射传递

的热量在总的传热换热中具有一定的比例,表明

了考虑辐射热传递的必要性。

研究表明,有限元方法对于此类具有辐射、积

分型边界条件问题的分析同样是有效的。
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